ENSA d’Al-Hoceima Année 2019/2020
AP-I, Premiere Année, Semestre 2
Algebre Linéaire, TD1-bis

Solutions de Série N°1 : S-e. supplémentaires et Coordonnées sphériques

Exercice 1

1. Soit E un espace vectoriel sur R et f un endomorphisme de F tel que : fo f = f.
Montrer que F = Kerf & Imf.

2. Soit E un R-espace vectoriel et f un endomorphisme de F tel que f o f = Idg. On pose
Ey =Ker(f —Idg) et By = Ker(f +Idg).

(a) Montrer que E; et Es sont deux sous-espaces vectoriels de E.
(b) Montrer que E = E; & E.

Solution :

1. Soit E D’espace vectoriel sur R et f un endomorphisme de E tel que fo f = f.

(a) Montrons que pour tout z € E,ona: z— f(z) € Ker(f) : soit z € F alorsz— f(z) € E
et

fle=f(x) = fl@) = fo f(z)=flz) - flx) = A -1)f(z) = 0.f(x) = Op
car f est linéaire et f o f(z) = f(x) pour tout x € E.
donc x — f(z) € Ker(f).

(b) Montrons que E = Ker(f) ® Im(f) : comme f o f = f alors f est un projecteur, donc
on peut parler d'une somme directe de type Ker(f) @ Im(f). Maintenant, pouvons que
E =Ker(f) @ Im(f).

i) Soit x € Ker(f) NIm(f), alors x € Ker(f) et x € Im(f), donc

{f(x):OE N {f(x) U3
r=f(y) ou yé€E, f@)=fofly)=fly)=0r ou yeE,

car x € Im(f) et fo f = f. Et, comme x = f(x); il en résulte que x = O, par
conséquent

Ker(f) NIm(f) C {0z}

or Ker(f) et Im(f) sont deux sous-espaces vectoriels de E, alors {0g} C Ker(f) N
Im(f), d’ott Ker(f) NIm(f) = {0g}.
ii) Soit x € E, alors on peut écrire x = (z — f(x)) + f(z).
Or d’aprés la question 1. on a © — f(z) € Ker(f) et f(z) € Im(f), alors E =
Ker(f) + Im(f).
D’aprés i) et ii), on obtient F = Ker(f) @ Im(f).
2. Soit E un R-espace vectoriel et f un endomorphisme de E tel que f o f = Idg. On pose
E, =Ker(f —Idg) et Ey = Ker(f + Idg).

(a) Montrons que E; et F5 sont deux sous-espaces vectoriels de E : en effet, on pose
g=f—1dg et h = f +Idg. D’apres le cours on sait que (Z(E), +, x) est un espace
vectoriel et comme f et Idg sont 2 éléments dans .Z(E) alors g € Z(F) et h € Z(E).
Or le noyau d’une application linéaire entre deux espaces vectoriels est un sous-espace
vectoriel. D’ou E; et E5 sont deux sous-espaces vectoriels de E puisque g et h sont
linéaires.

(b) Montrons que E = FE1 @ Es : en effet,



i. Montrons que tout x € E s’écrit sous la forme x = 21 +x2 ot 1 € F7 et x5 € Fy :
soit x € F/, alors on a

v = S(f@) +2) = 5(f@) ~2) = + 23
onzy = =(f(z) +z) et za = —=(f(z) — )
Or
(- 1ae) (5@ +0) = 5~ W) + o)
= 2 (P@)+ 1)~ fa) — )
= L@+ @)~ f@0)-2) cr fof(@)=Tlp(x) =z
1 1
(7 = 142) (507 ) = 50 1) o+ f@) =0 (o + 7(2) =0

1
alors §(f(x) + ) € E7 et de méme on a

(f +1dp) (—%(f(x)—x)) = —%((fﬂda)(f(x)—x))
_ —%(fQ(x)—f(ﬂf)‘f'f(l“)—x))
_ —%(x—f(x)—kf(x)—w)) car  fo f(x) =Tdp(x) =2
_ —%(1—1)(]‘(:5)—:5)=0($+f(ff)):OE

1 1
alors —§(f(x) —1x) € Fy. Donc ¢ = 21 + 29 oll 7 = §(f(a:) +2x) € Ey et
1

Xo = —i(f(x) — ) € Es.

ii. Montrons que F1 N Ey = {0g} : en effet, d’abord {0g} € Ey N E3 puisque E; et
FE5 sont deux sous-espaces vectoriels de F.
Soit x € E1 N FEs alors x € E; et © € Ey; donc on a

r e B, & flx) —x=0g

z € Fy o flx)+2=0g
donc f(z)—x—(f(x)+2) =0g—0=(1-1)0g =0x0g = 0g, soit (1—-1)f(z)—
(1+ 1)z = 0g; soit encore 0 X f(z) — 2z = —2x =0g; dounx =0g;

ce qui montre que x € {0g}; d’ot By N Es C {0g}
finalement, il vient E4 N Ey = {Og}.

d’apresi. et ii.on a F = E; ® FEs.

Exercice 2
Soit F le sous-ensemble de R? défini par

F={X=(2,4,2)€R® /| s +y—22=0}

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R3.



2. Déterminer une base de F.

3. Montrer que R?> = F @ G ol G est le sous-espace vectoriel de R? engendré par le vecteur
u=1(2,1,1).

Solution : Soit F' le sous-ensemble de R?® défini par
F—{X=(2,4,2) €R® | oty—2:=0)

1. Montrons que F' est un sous-espace vectoriel de R3 : en effet,
(a) F # 0 car Ogs = (0,0,0) € F puisque 0+0—-2x0=(141-2)0=0x0=0.
(b) F est stable par 'addition (loi interne de R?) : en effet, soient X = (x,9,2) et Y =
(2',y,2") deux éléments dans F, alors

z+y—22=0 et 2'+y —2=0
par I’addition des deux équations, il vient
r+y—2z242'+y —22'=0 & (z+2")+(y+y)—2(2+2") =0 car (R, +) est abélien

donc X +Y = (z+ 2,y + 9/, 2 + 2') satisfait ’équation de F'; d'on X +Y € F.
(c) F est stable par la multiplication (loi externe de R3) : en effet, soient X = (x,%,2) un

élément dans F et A € R, alors
r+y—22=0

par la multiplication de I’équation fois A, il vient
Mer+y—22)=0 < (Az)+(\y)—20A2)=0
donc AX = (Ax, \y, Az) satisfait I’équation de F'; d’ou AX € F.

D’apreés (a), (b) et (c) on obtient F' est un sous-espace vectoriel de R3.

2. Déterminons une base de F : en effet, soit X = (x,y, z) alors les composantes (z,y, z) de X
sont caractérisées par ’équation

r+y—2z2=0 & y=-c+2z

dOHC X = (xvyaz) = (J?, —T + 2Z7Z) = (Z‘, —J?,O) + (0,22’,2’) = .13(1, _170) + y(0,2, 1) =
a2v1 + yvg ot vy = (1,—1,0) et vo = (0,2,1); d’olt le systéme {v1;v2} engendre F.
le systéme {v1;v2} est libre, en effet, soient a et 8 tels que a vy + vy = Ogs, alors

avi+ Buy = a(1,-1,0) + 5(0,2,1) = (o, —r + 23, 8) = (0,0,0)

donc @ = 8 = 0; d’on le systéme {vy; v} engendre F et il est libre; ce qui montre que le
systéme {v1;v2} ot v; = (1,—1,0) et vy = (0,2,1) est une base de F.

3. Montrons que R? = F @ G ol G est le sous-espace vectoriel de R? engendré par le vecteur
u = (2,1,1) : en effet, si le sous-espace vectoriel de G engendré par le vecteur v = (2,1,1)
est un supplémentaire de F' dans R?, alors le systéme {vy;v2} U {u} serait une base de R?;
donc il suffit de montrer que le systéme {vy;ve;u} est une base dans R?;
comme dim(R?) = 3, alors il suffit de montrer que le systéme {vq;vq;u} est libre dans R3.
Pour cela, soient «, 8 et v des réels tels que av; + Bva +~vu = (0,0,0); montrons que
a=0F=v=0.0na

avi+fvr+yu=a(l,-1,0)+5(0,2,1)+7(2,1,1) = (a+2y, —a+28+~,8+7) = (0,0,0)

ce qui implique

a+2y=0 o =2y o =2y
—a+28+y=0 = B =y = B8=—y
B+v=0 2y —2v4+~v=0 =0



donc a = 3 = v = 0; ce qui montre que le systéme {vq;vq;u} est libre dans R?; d’oti le
systéme {v1;v2; u} est une base de R?; ce qui prouve que R? = F/@& G oil G est le sous-espace
vectoriel de R? engendré par le vecteur v = (2,1,1).

Remarque : F est un plan de R® engendré par le systéme {vi;v2} ott v1 = (1,—1,0) et
vy = (0,2,1) et G est une droite vectorielle engendrée par le vecteur u = (2,1, 1).

O
Exercice 3
On considére P3[X] I'espace vectoriel des polynémes de degré < 3. Soient
Po=1, PP=14+X, Po=(1+X)} et P3=(1+X)>3
1. Montrer que le systéme (P, P, P2, P3) est une base de P3[X]
2. Soit P = —3X + X3, écrire P comme combinaison linéaire dans le systéme (P, Pi, Ps, P3).

3. Trouver une matrice A telle que

Py 1

P X
p | =4 x2
P X3

Solution : Considérons Iespace vectoriel P3[X] des polynomes de degré < 3. Soient
Pop=1, P=1+X, Po=(1+X)?* et P3=(1+X)>%

1. Montrons que le systéme (Py, Py, P», P5) est une base de P3[X] : en effet, comme le systéme
{1, X, X2, X3} est une base de I'espace vectoriel P3[X], alors dim(P3[X]) = 4, alors il suffit
de montrer que le systeme (P, Py, P2, P3) est libre. D’abord, on a

P =1

P = 1+X

P, = 1+2X+X?

Py = 143X +3X%4+ X3

Soient «, B, v et A des réels tels que a« Py + f P1 + v P> + A P; = 0, alors montrons que
a=p=v=A=07? Par calcul, on a

aPy+BPL+yPy+APs=(a+B+7+ N1+ (B+27+30)+ (v +30)X2+ 21 X? =0
comme {1, X, X2 X3} est libre, alors

a+08+7v+A=0 A=0
B+2y+3A=0 N=-30=3-x0=0
Y+ 3N =0 B=-2y—3\=-2x0-3x0=0
A=0 a=—F—-—7—A=0+04+0=0

donc a = =+ =X =0; d’ou le systeme (P, P, P>, P3) est libre; finalement le systéme
(Po, P1, Pa, P3) est une base de 'espace vectoriel P3[X].

2. Soit P = —3X+X?3, écrivons P comme combinaison linéaire dans le systeme (Py, Py, P2, P3) :
en effet, on a

P =1

P = 1+X

P, = 1+2X+X2 <

P; = 1+3X43X24 X3,

1 = B

X = P-1=P—-PF

X2 = PBb-1-2X=P P —2PL—PR)=P 2P+ F

X3 = P3—1—3X—3X2:P3—P0—3(P1—Po)—3(P2—2P1+P0)
= P -3R+3Ph-FR




alors la combinaison linéaire du polynéme P = —3X + X3 dans le systéme (Po, P1, Py, Ps)
est

PZ—3X+X3:—3(P1—P0)+P3—3P2+3P1—P0=—3P1+3P0+P3—3P2+3P1—P0

d'ott P = 2Py + 0P, — 3P, + 1P,

3. Trouvons une matrice A telle que

P, 1
P X
p | =4 x
P; X3

d’apres les calculs de la question 2. on a

P = 140X4+0X%24+0X3
1+1X4+0X%24+0X3

~
I

P, = 142X+1X240X3
Ps = 1+43X+3X2+ X3
alors
Py 1000 1 1 000
Pl 1100 X wit A—| L 100
Pl 12 1 0 X2 oA=L 2 1 0
Ps 1 3 3 1 X3 1 3 3 1
1 = 1P +0Pi+0P,+0P;
X = —1FP+1Pi+0P+0P;
X2 = 1Py —2P, + 1P, +0P;
X3 = —1Py+3P, —3P,+1P;
alors
1 1 0 0 0 Py 1 0 00
X | [ -1 1 00 Yl . o | -1 1 00
x2 [T 1 22 10 p, | St B=1 1 o 1 g
X3 -1 3 -3 1 Ps -1 3 -3 1

Remarque : La matrice B est la matrice inverse de A, notée A~!, soit AA™t=A"14 =1,
ou I, est la matrice identité de taille 4 x 4, soit

1 0 00
0 1 00
=190 10
0 0 01
U
Exercice 4 N
Soit E l’espace physique muni d’un repére orthonormé direct (O; i, j, k). Soit (p,0,¢p) €
i
[0, +00[x[0, 27[x [0, 7w /2]. Soit M un point de la spheére de centre O et de rayon p tel que (OM, k) =
ey
¢ et M’ la projection orthogonale de M sur le plan (xOy) tel que (i ,OM) =
- = =
1. Déterminer les coordonnées de M dans le repere (O; i, j, k).
— - = =
2. Déterminer le vecteur OM dans la base (i, j, k).
— —
3. Trouver les expressions des vecteurs e_p> = 82;” , e = % et e_; = 859);1



4. Calculer 7, j et k en fonction de €, & et e

5. Que peut-on déduire ?
. . . . N P - = 7 .
Solution : Soit F l'espace physique muni d’un repére orthonormé direct (O; i, j, k). Soit
(p,0,0) € [0,+00[x]0, 27[x[0,7/2]. Soit M un point de la sphére de centre O et de rayon p tel

e

que (m, ?) = ¢ et M’ la projection orthogonale de M sur le plan (zOy) tel que (?, O—]\>4) =40

- = =
1. Déterminons les coordonnées de M dans le repere (O; i, j, k) : D’apres la Figure (1) on
peut écrire

%
OM = OM + MM =OM + Zy ¥

Xpy=0A z z Figure de projection

Ympm=OB

ZM=OM"

M
$
pi/2-¢
Y e (xoy)
Figure (2)

Figure (1)

FIGURE 1 — La figure décrit les hypotheses de 'exercice

d’apres Figure (2), le triangle (OM" M) est rectangle en M" dont 'hypothénuse est OM = p,

alors oM" 7
ose) = Gup = @ Zu=pasle) (9)
M’ M’
sin(e) = Gir = = OM' = psin(p) (&)
ceci d’'une part et d’autre par le triangle (OAM’) est rectangle en A dont ’hypothénuse est
OM'’, alors
. AM' Yy .
sin(f) = o o © Yar = OM’ sin(6)
OA X
cos(f) = O = O—]\A/‘/[I/ & Xy =O0M' cos(6)

d’apres (#) on a OM' = p sin(p), on obtient

Xy = OM' cos(f) = p cos(6) sin(p)
Yy = OM’ sin(0) = p sin(#) sin(p)
Zu = pcos(p)



/\%
Remarque : si on travaillait avec (W , k)= g — o, alors les coordonnées seraient
Xy = OM’ cos(6) = p cos(6) cos(p)
Y = OM’ sin(0) = p sin(d) cos(yp)
Zu = psinlp)

™
car tout simplement lorsqu’on remplace ¢ par 5 ¢ alors

cos(g —p) = cos(g) cos(p) + sin(g) sin(p) = 0cos(p) + 1sin(p) = sin(p)
sin(g —p) = sin(g) cos(p) — cos(g) sin(p) = 1 cos(¢) + 0sin(p) = cos(p)
H _>
. Déterminons le vecteur OM dans la base (7, 7, k) : d’apres la question précédente, on a
Xy = pcos(0) sin(p)
Yy = psin(0) sin(p)
Zy = pcos(yp)
d’ou
—
OM = p cos(6) sin(p) 7 + p sin(9) sin(p) 7 + p cos(ip) %
: — _ 90OM = _ 0OM _ o0M ‘dere OM
. Les expressions des vecteurs e, = op 0 €0 = T et e oy ton considere OM comme
étant une application dépendant de trois variables (p, 9, cp), alors
=
OOM
e_p> = 5, = cos () sin(p) 7 + sin(#) sin(p) 7 + cos(p) %
P
—
OOM N
e = 25 =" sin(f) sin(p) 7 + p cos(0) sin(p) 7 +0k
—
OOM N
ey = e = p cos(0) cos(p) 7 + p sin(f) cos(ip) 7 — psin(p) k

On remarque que e_,,> est colinéaire & OM dans le sens ou

—
OM:pe_g.

<8l

la matrice

cos(0) sin(y) sin(6) sin(¢p) cos(yp)
A(p,6,0) = | —psin(6) sinp) p cos(6) sin(
p cos(0) cos(p)  p sin(f) cos(

- = N
s’appelle la matrice de passage du systéme { 7, j, k } au systéme {e_g, e, eTZ}.

- = .
. Calculons 1 et k en fonction de ¢, e_g et 2. D’abord on effectue un changement sur
v J P © g
les vecteurs

€, = e_g = cos(0) sin(yp) 7 + sin(#) sin(p) 7 + cos(yp) %

; 1 — . — —

g = PTH(SD)% = —sin(0) i + cos(0) j

) 1_, - . - . -
by = ;ew = cos(6) cos(p) i +sin(f) cos(p) j —sin(p) k



alors on a

F = cosl) ¢, = sin(i) ¢, = cos(y) & = - sin(i)
et on a aussi
sin(p) é, + cos(p) é, = cos(0) 7 + sin(6) ?
ég = —sin(0) 7 + cos(6) 7

donc

= sin(f) sin(yp) é, + sin(f) cos(p) é, + cos(h) ég

S]owd
|

1 1
= sin(f) sin(p e_§—|—,7cos 0 e_(9>+—sin0 cos(p el
(0) $in) 2} + s cos(0) & +  sin(0) cos() &
de la méme facon il vient
7 = cos(8) sin(y) é, + cos(#) cos(p) é, — sin(f) éq
_.> . — ]. . — ]_ _>
i = cos(f) sin(p) e, — ———sin(f) eg + — cos(#) cos(p) e
(0) in() ) — s sin(0) 8 + — con(0) cos() &
finalement
7 = cos(0) sin(y) e, — ———sin() eg + 1(:05(9) cos(g) e
P psin(p) P v
7 sin(6) sin(y) e, + ! cos(0) e5 + ! sin(0) cos(p) e
= — § T —
P psin(p) P v
— 1
k= cos(p)e, — ;Sin(@ e
- = =7y . L.
. On peut en déduire que le passage de la base cartésienne { i, j, k} & la base sphérique

{e,,, e_g, €y} se fait & travers la matrice

cos(0) sin(y) sin(d) sin(p) cos(yp)
A(p,0,0) = | —psin(0) sin(p) pcos(®) sin(g) 0
p cos(9) cos(p)  psin() cos(p) —p sin(p)
et on déduit que le systéeme {ep, e_g, e_g} est aussi une base de R?; et, & chaque point M de
%
R? relativement au repére (O; 7, 7, k), on associe un repére sphérique (M; 2; e e_g).

Voir la figure suivante

Xp=0A z z Figure de projection

¥\=08

pi/2-¢

Figure (4)

FIGURE 2 — La figure montre la base sphérique et la direction de ses vecteurs



